1 Enunciado

Una varilla conductora de masa m = 2.0 kg se
deja caer deslizando sin rozamiento por dos
guias metalicas paralelas separadas una
distancia ] = 5.0m contenidas en un plano
inclinado que forma un angulo a = 10° con la
horizontal. La direccién de la varilla es, en
todo instante, perpendicular a las guias, las
cudles tienen conectados sus extremos
mediante un cable de resistencia eléctrica

R = 10¢, que cierra el circuito. Las
resistencias eléctricas de la varilla y las guias
son despreciables. El sistema descrito se halla inmerso en un campo magnético uniforme y constante, B,
de 0.5 T de intensidad, aplicado en direccién vertical y sentido contrario a la gravedad. Calcule:

1. Corriente inducida en el circuito y velocidad limite que alcanzara la varilla.
2. Potencia disipada por efecto Joule en la resistencia. Compare esta potencia con el trabajo que por
unidad de tiempo realiza la fuerza peso sobre la varilla.

2 Solucion

Las dos guias paralelas conectadas por el cable y en contacto con la varilla moévil, constituyen un circuito
cerrado 95 por el que puede circular una corriente eléctrica, al tratarse de materiales conductores. Al
poder desplazarse la varilla sobre las guias, se trata de un circuito variable en el que las resistencias
eléctricas de estos elementos son despreciables frente ala B = 102 del cable.

2.1 Intensidad de corriente y velocidad limite

Consideremos la superficie plana S delimitada por el circuito §5. La accidon de la gravedad sobre la varilla
pesada provoca el deslizamiento (sin rozamiento apreciable) de ésta sobre las guias inclinadas un

angulo o respecto de la horizontal y, por tanto, la variacién del area de dicha superficie, S = S(¢). Esto se
traducira también en la variacién del flujo a través de aquélla del campo magnético existente y, en virtud
de la ley de induccioén electromagnética, producird una fuerza electromotriz inducida y una intensidad de
corriente I en el circuito g5.
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Adoptamos un sistema de referencia cartesiano cuyo eje X es paralelo a las guias, y con el
eje Y perpendicular al plano inclinado que las soporta. La varilla mévil se mantendra siempre paralela al
eje X, y su desplazamiento estara descrito por una vector velocidad v (t) = v(t)1i.

2.1.1 Flujo del campo magnético y fuerza electromotriz inducidad en el circuito

En primer lugar, procederemos a discutir acerca del campo magnético existente en el el entorno del
circuito: por un lado, esta el campo uniforme aplicado en la direccién de la vertical gravitatoria, y cuya
descripcién analitica en el sistema de referencia adoptado sera:
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Pero si el movimiento de la varilla tiene como consecuencia la aparicién de una fuerza electromotriz y una
corriente I inducidas, esta ultima sera fuentes de un campo magnético, que denominaremos B;,q, Y que
también contribuira al flujo magnético a través de la superficie delimitada por el circuito/espira 95.
Notese que este flujo del campo inducido va a ser proporcional a la intensidad de corriente I que lo genera,
siendo la constante de proporcionalidad la autoinduccion L de la espira que, por otra parte, serda variable al
cambiar la forma de la ésta:
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El valor de la autoinduccién de la espira variable no es conocido, ni tampoco facil de determinar. Sin
embargo, esto no supone problema alguno pues la contribucién al flujo magnético de la corriente inducida
puede ser despreciada frente al flujo del campo uniforme, siempre que la intensidad de éste tenga un valor
aprecible, como es el caso. Obsérvese que cuando la varilla empieza a moverse, la intensidad de corriente
inducida es casi nula y, en general esto mismo ocurre con la autoinduccion de la espira, de manera que el
producto de ambas cantidades va a perfectamente despreciable frente al flujo de un campo de magnético
de medio tesla. Cuando la varilla aumente su velocidad, la intensidad de corriente inducida también ira
aumentando, pero esto ocurre a costa de que el circuito/espira se vaya haciendo cada vez mas pequefoy,
por tanto, que disminuya el valor de la autoinduccién. En consecuencia, la contribucién al flujo del campo
magnético inducido se mantendra siempre en valores casi nulos:
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donde los elementos de superficie en la S(t) tiene la direccién y sentido del eje Y, dS = d.5j. Por su parte, el
area de la superficie plana delimitada por el circuito en un instante arbitario ¢, tras iniciarse el movimiento
de la varilla, sera igual al valor inicial Sy de dicha superficie menos el area del rectangulo barrido por la

varilla en su movimiento durante dicho intervalo de tiempo; es decir,
S(t)y= 5y —lz(t) == (I)m(t)Jsm = Bycosa [Sy — lz(t)]
siendo x(t) la distancia recorrida por la varilla en un tiempo ¢, desde su posicién inicial.

2.1.2 Fuerza electromotriz inducida y expresion de la intensidad de corriente

La ecuacién del circuito g5 establece que la suma de todas las fuerzas electromotrices (de generadores y/o
inducidas) presentes en la espira, seran iguales a las caidas de tensién de las diferentes resistencias en

serie existentes en el circuito.
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En este caso, la Unica fuerza electromotriz es la inducida debido al la variacién instantanea del flujo
magneético a través del circuito/espira:

Eind= — d;[)th » = [Bycosa d?f) = IBpcosa v(t)
ya que la celeridad instantanea con que la se desplaza alo largo del eje X es...  y(t) = d::l[i‘t)'

La intensidad de corriente sera la misma I(t) inducida en todos los puntos del circuito, y la tinica
resistencia apreciable es la R del cable. Se tendr4, por tanto:

| Bycosa
Ena=RI(t) = I(t) = —— u(t)

Es decir, en cada instante de tiempo la intensidad de la corriente que recorre el circuito es proporcional a
la velocidad de la varilla, donde la constante de proporcionalidad esta determinada por la intensidad y
direcciéon del campo mangético, la separacion de las guias y la resistencia eléctrica del cable. Por otra
parte, siempre que la varilla descienda por el plano inclinado, moviéndose en el establecido como sentido



positivo del eje X, la intensidad de corriente también va a ser positiva; es decir, que la corriente eléctrica
inducida recorrera el circuito/espira /.5 en el sentido antihorario, que es el sentido positivo congruente
con la eleccién que hemos hecho de los ds.

Obsérvese también cémo se verifica laley de Lenz: el movimiento de la varilla provoca una disminucién
del area delimitada por el circuito y una disminucién también del flujo magnético ya que, con la eleccién
de los d8, dicho flujo es positivo. La corriente inducida tiene sentido positivo, de manera que creara un
campo magnético en el sentido de los (S, que contribuird al aumento del flujo magnético oponiéndose, por
tanto, al efecto del movimiento de la varilla sobre dicha magnitud.

2.1.3 Velocidad limite de la varilla e intensidad maxima en el circuito

Para completar el analisis del sistema debemos determinar cémo es la ley v(t) que describe la evolucién de
la velocidad de la varilla o, al menos, obtener la ecuacién diferencial que gobierna dicha evolucién. Para
ello aplicamos, la segunda ley de Newton: la resultante de las fuerzas qué actiian sobre la varilla es igual al
producto de la masa por la aceleracién del centro de masas de la varilla. Las fuerzas que actiian sobre ésta
son: la fuerza peso P, o accién de la gravedad, la fuerza de reaccién normal N, que impide cualquier
movimiento de la varilla que no sea el deslizamiento sobre las guias, y la fuerza magnética F,, que ejerce
el campo magnético B sobre la corriente eléctrica inducida I(t), entre los extremos A y B de la varilla:
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Como la varilla no puede girar debido al contacto con las guias, la aceleracién del centro de masas es la
misma que la de cualquiera de sus puntos y, por tanto, sera igual a la variacién por unidad de tiempo de la
velocidad instantanea de la varilla, v(¢) = v(t) i. Se obtienen, entonces las siguientes ecuaciones:
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La ecuacion (2) sélo permite determinar el valor de la fuerza de reaccién vincular equivalente a la accién
de las dos guias sobre la varilla, mientras que (1) es la ecuacion caracteristica de la evolucion de la
velocidad de la varilla. La solucién de esta ecuacién diferencial nos proporciona una descripcién
instantanea del movimiento de la varilla, a partir de la cual, se podra determinar la evolucién temporal de
la intensidad de corriente inducida en el circuito variable bajo estudio.

Sin embargo, en el enunciado sélo se piden los valores maximos que van a alcanzar dichas magnitudes
fisicas, los cuales pueden obtenerse a partir de la ecuacién diferencial (1), aunque sin necesidad de
resolverla explicitamente. Veamos: en el instante inicial, en el cual suponemos que la varilla estd en
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reposo, no hay fuerza magnética actuando sobre ésta, por lo que la aceleracién inicial es debida
exclusivamente a la componente de la direccién X de la fuerza peso (que se mantiene constante en todo
instante):

dv

gJ =a(t =0)= gsena

" At=0

De esta forma, la velocidad de la varilla comienza a crecer, pero esto hace que aumente la intensidad de
corriente en el circuito y, en consecuencia, la fuerza magnética sobre la varilla que, como hemos visto, es
proporcional a la velocidad y tiende a frenar el movimiento de la varilla en el sentido positivo del eje X. Es
decir, la acelaracion de la varilla sera cada vez menor cuanto mayor es su velocidad hasta que, e incluso
aquella tiende a anularse conforme la velocidad se aproxima a cierto valor critico v; que depende de los

parametros geomeétricos y eléctricos del sistema, asi como del campo magnético externo aplicado:
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Obsérvese que esto ocurre segun la fuerza magnética sobre la varilla va creciendo paulatinamente y tiende
a compensar o anular la componente X de la fuerza peso. Y cuando la aceleracién de la varilla tiende a
anularse, la velocidad de la varilla y, por tanto,la intensidad y la fuerza magnética tenderdan a estabilizarse
en valores constantes que dan lugar a una situacién de equilibrio dinamico en que la resultante de todas
las fuerzas es el vector nulo, de manera que la varilla realiza un movimiento rectilineo uniforme. Se tendr3,
por tanto, que el valor critico de velocidad antes determinado sera el limite maximo para la velocidad de la
varilla, el cudl se correspondera con un valor maximo de intensidad de corriente en el circuito:

. . ?RQRSEH o _ mgsena  myg )
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Noétese que el valor de intensidad maxima es el que da lugar a una fuerza magnética sobre la varilla que
anula el efecto de la componente tangencial de la gravedad sobre ella.

2.2 Estudio energético en el estadio estacionario

Realizaremos un estudio de los aspectos energéticos del sistema cuando alcanza el estadio estacionario o
de equilibrio dinamico; es decir, cuando la velocidad de la varilla y las intensidad de corriente han
alcanzado su valores maximos y la varilla se desliza con movimiento rectilineo uniforme:

Vst — t]maxi
— [P+N+F,] =0

Ic:‘st = J!Tn'mx

En esta situacién de movimiento rectilineo, el trabajo elemental realizado por cada una de las fuerzas
aplicadas es igual al producto escalar de la fuerza por un desplazamiento infinitesimal de la varilla,
dr = vdt = dxi. Y si se multiplica la anterior ecuacién vectorial por un desplazamiento elemental, se
tendra:

§W, = P -dr = —dU,

Wine = N-dr =0 —  [-dU, + 6W,,]_, =0

t
W, =F,, -dr

Es decir, el teorema de las fuerzas vivas o de la energia cinética permite establecer a priori que, cuando el
sistema alcanza el estado estacionario en el cual la varilla se desplaza con movimiento rectilineo
uniforme, el trabajo elemental realizado en cada instante por la fuerza magnética que actta sobre la
varilla, es igual a la variacién de energia potencial gravitatoria de ésta.

Podemos comprobarlo evaluando las cantidades de trabajo que por unidad de tiempo realizan la fuerza
peso y la magnética cuando actiian sobre la varilla. La potencia instantanea desarrollada por la fuerza
magnética es:

dW,,
dt
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donde el signo negativo indica que dicha fuerza realiza un trabajo de “frenado de la varilla”; es decir, actaa
como una fuerza disipativa que se opone a su desplazamiento. La potencia desarrollada por la fuerza peso
es, en cada instantante a la variaciéon por unidad de tiempo de la energia potencial gravitatoria de la
varilla:

du,
C o dt
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>0
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Y efectivamente, tal como adelantaba el teorema de las fuerzas vivas, comprobamos que...

dFI-"’mJ _ dUgJ

dt |, df ],

Es decir, la disminucién de energia potencial gravitatoria no se traduce en un aumento de la energia
cinética de la varilla (en el estacionario la velocidad es constante), sino que aquélla es elimanada por el
trabajo negativo que realiza la fuerza magnética que, como ya hemos dicho, se comporta como una fuerza

disipativa. Pero, ;de qué forma se disipa?. ;Qué mecanismo sirve a la fuerza magnética para eliminar la
energia potencial de la varilla manteniendo constante su energia cinética?

2.2.1 Potencia disipada por efecto Joule

Calculamos la potencia disipada en el circuito en forma de calor, a causa del efecto Joule, cuando el
sistema ha alcanzado el estado estacionario:
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Es decir, toda la energia potencial gravitoria que pierde la varilla en su descenso con velocidad maxima y
constante, se transforma en calor en virtud del efecto Joule asociado a la corriente eléctrica inducida en el
circuito a causa, precisamente, del movimiento de la varilla.

3 Anexo: solucidn instantanea

La evolucién en el tiempo de la celeridad de la varilla a partir del instante ¢t = 0 en que se inicia su
movimiento, esta gobernada por la ecuacion diferencial (1) del apartado 2.1.3, que podemos reformular de
la siguente forma:

duv(t)
dt

I? BZ cos® o
mR

+ A v(t) = gsena; con A=

Es decir se trata de una ecuacién diferencial inhomogénea de primer orden en la variable tiempo para la
magnitud fisica v(t), donde el factor A y el segundo miembro de la ecuacién son valores constantes que
dependen de los valores de los distintos paramétros (geometria, campo magnético externo, resistencia
eléctrica), que intervienen en el sistema.

La solucién de esta ecuacion diferencial sera la ley horaria que sigue la celeridad »(t) en el sistema bajo
estudio. Dicha solucién es igual a la suma de una solucién particular v;(t) de la ecuacién, mas la solucién
general de la ecuacién diferencial homogénea, vy (t).

Una solucién particular de la ecuacién diferencial es muy facil de determinar ya que, como el segundo
miembro de la ecuacién no es funcién de la variable tiempo, habra un valor de celeridad constante que
verificara dicha ecuacion:

duvy

vi(t) =vr, cte. <+ +A v =gsena

dt
S

=0
Obsérvese que esta solucién particular es igual al valor critico de velocidad que, mediante argumentos
cualitativos, dedujimos en el apartado 2.1.3 como valor maximo posible para la velocidad de la varilla:

gsena  mgRsena

A [2Blcos?a

vy =
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La solucién general de la ecuacién diferencial homogénea es la familia de funciones del tiempo que
verifiquen la ecuacién:

d'UHl:t)

la cudl se puede integrar facilmente por separaciéon de variables:
— = —/\/dt — hvg=-At+ImC — vg(t)=Ce™

donde C es una constante de integracion. La solucién general de la ecuacién diferencial planteada es:
v(t) = v+ Ce ™

Y para que sea la ley horaria de la velocidad de la varilla en el sistema bajo estudio, esta solucién debera
verificar las condiciones iniciales impuestas en dicho sistema, lo cual fijara el valor de la constante C.
Asimiendo que la varilla se encontraba en reposo cuando en el instante t = 0 comienza a deslizar sobre las
guias, se tendra que:

vi=0)=9+C=0 = C=-y = U(t):w(l—e_)‘i)

Es decir, la varilla parte del reposo y aumenta su velocidad de manera exponencial hasta el valor v, que
alcanzari al cabo de un tiempo infinito, tratdndose por tanto de un limite maximo para dicha magnitud:

limo(t)=v == Vit v(t) < = Una
t—o0

Obsérvese que este resultado parece no coincidir con el analisis cualitativo que se llevo a cabo en

el apartado 2.1.3 para determinar dicha velocidad limite, donde se daba a entender que el sistema
alcanzaria el estado de estacionario (varilla con movimiento rectilineo uniformemente acelerado) al cabo
de un cierto intervalo (finito) tiempo. Podria argumentarse que la ecuacién diferencial que hemos resuelto
constituye un modelo ideal del sistema, en el cudl se estan despreciando ciertos parametros como la
autoinduccioén del circuito variable, o la resistencia eléctrica de las guias y la varilla. Sin embargo,
podemos comprobar que la ley horaria »(t) obtenida con este modelo ideal, proporciona una descripcién
bastante precisa del comportamiento de la varilla. Podemos definir un “tiempo caracteristico” t del
sistema (llamado constante de tiempo o tiempo de relajacion),

1 mhA

T= - = —
A PBicos?a

~3.3s V({)A

tal que para instantes del orden de una pocas

veces T, la varilla tendra un velocidad muy préxima
su valor limites. Por ejemplo, cuando el tiempo
transcurrido desde el inicio del movimiento es cinco
veces el valor de la constante de tiempo, la velocidad
de la varilla casi habra alcanzado el valor limite, con
un error inferior al 1 %:

vlll ———————————

o(57) = v (1—e") =~ 0993y

Para instantes posteriores, la velocidad de la varilla
estard a aun mas préxima al valor 2.

A\

t,~51
Por otra parte, en el apartado 2.1.2 se determiné que !
la intensidad de corriente inducida en el circuito/espira 9.5, debido al movimiento de la varilla, va a ser en
todo instante proporcional a la velocidad de la ésta. Por tanto, esta magnitud eléctrica presenta un
comportamiento en el tiempo completamente similar a la v(¢t):

It)=1L (1—e?™), con ;= EBO% v = % tan o = Iy
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